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1 引子
非线性微分方程的有理解成为近年来的一个研究热点. 其中怪波解，作为一

类特殊有理解，在数学和物理学界引起广泛关注.这类有理解能够用于刻画海洋
学中一些典型的非线性波.

关于积分方程有理解的研究已经形成一套系统的理论.而对于非积分方程有理 积分方程
包括 KdV、
Boussinesq、
Toda 方程等

解的研究尚处于发展过程中 [3]. 在该篇论文中，作者通过广义双线性微分算子
和升维得到非积分方程，扩展 KP类方程.随后，通过一种多项式生成函数，使用
符号计算软件 Maple得到了该方程的 18类有理解.最后，作者给出特殊情况下
两类有理解的图像.该文旨在为多维高阶怪波解的研究做出贡献.

2 扩展 KP类方程的导出
KP方程

(ut + 6uux + uxxx)x + uyy = 0, (2.1)

在变换 u = 2[ln f(x, y, t)]xx 下，有双线性导数方程

(DxDt +D4
x +D2

y)f · f = 0.

基于 [2]介绍的广义微分算子理论，推广上式 许多其他双线
性微分方程
无法表示为
Hirota 双线性
形式

这里引入广义
双线性算子
Dp,x, p = 3

(D3,xD3,t +D4
3,x +D2

3,y +D2
3,z)f · f

= 2fxtf − 2fxft + 6f 2
xx + 2fyyf − 2f 2

y + 2fzzf − 2f 2
z = 0.

(2.2)
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计算过程䩭 (
Dn

p,xf · g
)
(x) = (∂x + α∂x′)

n
f(x)g (x′)|x′=x

=

n∑
i=0

Ci
nα

i
(
∂n−i
x f

)
(x)

(
∂i
xg

)
(x),(

Dn1
p,x1

Dn2
p,x2

f · g
)
(x1, · · · , xl) =

(
∂x1

+ α∂x′
1

)n1
(
∂x2

+ α∂x′
2

)n2
f (x1, x2) g (x

′
1, x

′
2)
∣∣
x′
i=xi

,

其中 n, ni ≥ 1, αi = (−1)r(i), i = r(i) mod p (0 ≤ r(i) < p, i ≥ 0)

D3,xD3,tf ·g = fgxt − ftgx − fxgt + fxtg

D2
3,xf ·g = fgxx − 2fxgx + fxxg

D4
3,xf ·g = −fgxxxx + 4fxgxxx + 6fxxgxx − 4fxxxgx + fxxxxg(

D3,xD3,t +D4
3,x +D2

3,y +D2
3,z

)
f · f

= 2fxtf − 2fxft + 6f2
xx + 2fyyf − 2f2

y + 2fzzf − 2f2
z

由贝尔多项式理论，考虑变换

u = 2[ln f(x, y, z, t)]x =2
fx(x, y, z, t)

f(x, y, z, t)
, (2.3)

看到[
(D3,xD3,t+D4

3,x+D2
3,y+D2

3,z)f ·f
f2

]
x
=

(
ut +

3
2
u2
x +

3
8
u4 + 3

2
u2ux

)
x
+ uyy + uzz. (2.4)

由 (2.4)式， (2.2)式为 (3 + 1)维 eKP-like方程(
ut +

3
2
u2
x +

3
8
u4 + 3

2
u2ux

)
x
+ uyy + uzz = 0 (2.5)

的广义双线性导数方程.

1. 扩展 KP 类方程 (2.5) 式相比标准 KP 方程 (2.1) 式项数更多，非线性程度更高.

2. 如果 f 是 (2.2) 式的解，u = 2 [ln f(x, y, z, t)]x 确定 (2.5) 式的一个解.

3. 变换 (2.3) 式能够生成有理解.

3 有理解的符号计算
基于广义双线性导数方程的多项式解，讨论扩展 KP类方程 (2.5)式的有理解.
通过符号计算，

f =
4∑

i=0

3∑
j=0

3∑
k=0

5∑
l=0

ci,j,k,lx
iyjzktl (3.1)
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为 (2.2)式的多项式解.
通过变换 (2.3)式，该多项式解诱导出扩展 KP类方程的 18类有理解.

第 1类
u1 =

2c1,1,0,2
xc1,1,0,2 + c0,1,0,2

(3.2)

第 2类

u2 =
2c21,0,0,0

xc21,0,0,0 − tc20,1,0,0 + εyc1,0,0,0c0,1,0,0 + εc1,0,0,0c0,0,0,0
, ε = ±1 (3.3)

第 3类

u3 =
2c20,1,1,1

xc20,1,1,1 − tc20,1,0,2 + εzc0,1,1,1c0,1,0,2 + εc0,1,0,1c0,1,0,2
, ε = ±1 (3.4)

第 4类

u4 =
2c21,0,0,0

p
(3.5)

其中

p = xc21,0,0,0 − t
(
c20,0,1,0 + c20,1,0,0

)
+ yc0,1,0,0c1,0,0,0 + zc0,0,1,0c1,0,0,0

+ c0,0,0,0c1,0,0,0

第 5类
u5 =

2p

q
(3.6)

其中

p =tc30,0,0,2c2,0,0,1c0,1,0,1 − 2xc30,1,0,1c0,0,0,2c2,0,0,1 + yc20,0,0,2c
2
0,1,0,1c2,0,0,1

+ c22,0,0,2c0,0,0,1c2,0,0,1c0,1,0,1 − c30,0,0,2c0,1,0,0c2,0,0,1 + c50,1,0,1

− 12c30,1,0,1c
2
2,0,0,1,

q =txc30,0,0,2c2,0,0,1c0,1,0,1 − x2c30,1,0,1c0,0,0,2c2,0,0,1 + xyc20,0,0,2c
2
0,1,0,1c2,0,0,1

+ x
(
c20,0,0,2c2,0,0,1c2,0,0,1c0,1,0,1 − c30,0,0,2c0,1,0,0c2,0,0,1 + c50,1,0,1

−12c20,1,0,1c
2
2,0,0,1

)
− tc30,1,0,1c

2
0,0,0,2 − yc40,1,0,1c0,0,0,2 − c30,1,0,1c0,0,0,1

+ c20,0,0,2c
2
0,1,0,0c0,1,0,0.

第 6类
u5 =

2p

q
(3.7)
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其中

p =c21,0,0,3
(
tc21,0,0,3c1,1,0,2 − 2xc31,1,0,2 + yc21,1,0,2c1,0,0,3 + c1,0,0,2c1,0,0,3c1,1,0,2

−c21,0,0,3c1,1,0,1
)
,

q =txc41,0,0,3c1,1,0,2 − x2c31,1,0,2c
2
1,0,0,3 + xyc31,0,0,3c

2
1,1,0,2 + xc21,0,0,3 (c1,0,0,2c1,0,0,3

c1,1,0,2 − c21,0,0,3c1,1,0,1
)
+ tc31,0,0,3c0,0,0,3c1,1,0,2 + yc21,0,0,3c

2
1,1,0,2c0,0,0,3

+ c31,1,0,2c
2
0,0,0,3 + c21,0,0,3c0,0,0,3c1,0,0,2c1,1,0,2 − c31,0,0,3c0,0,0,3c1,1,0,1 − 12c51,1,0,2.

注意到上述 18 类有理解中，第一类解(3.2)，第二类解(3.3)，第五类解(3.6)，第
六类解(3.7)与变量 z 无关.
最后，作者给出第六类解(3.7)，第七类解的特殊情形 ci,j,k,l = 1+i2+j2+k2+l2,

此时

u6 =
204974t− 166012x+ 130438y

195657t− 41503x2 + 65219xy − 2662x+ 59290y − 169804
,

u7 =
12936x2 − 22

77616t+ 2156x3 − 11x+ 924z + 41496
.

Figure 1: 第六类
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Figure 2: 第七类

4 作׭
推导扩展 KP类方程，即将变换 (2.3)式代入 (2.2)式，得到 (2.5)式.
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